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INTRODUCTION 
Dans [l], C. Faith pose le probleme de la caracterisation des ordres a 
droite dans l’anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel a droite 
de dimension quelconque. Si la dimension de l’espace vectoriel est finie, 
A. W. Goldie a caracterise ces anneaux en montrant que ce sont des anneaux 
premiers particuliers. 11 est bien connu que ces anneaux premiers de Goldie 
g droite peuvent &tre consider-es comme les anneaux premiers R satisfaisant 
a la condition (C) suivante: “Les ideaux a droite engendres par les elements 
reguliers de R constituent un systeme cofinal pour la famille des ideaux 
a droite essentiels de R.” Ici, dans le cas general, il est montre que les anneaux 
unitaires qui sont des ordres a droite dans l’anneau des endomorphismes 
d’un espace vectoriel a droite de dimension quelconque sont les anneaux 
primaires a droite (c’est-a-dire primaires en tant que modules a droite sur 
eux-mCmes au sens de 0. Goldman [4]) satisfaisant a une condition (C’) 
du m&me type que la condition (C) (Theoremes 2.16 et 2.17). 
1. TERMINOLOGIE 
Dans tout ce qui suit R designe un anneau unitaire et non necessairement 
commutatif. Mod, designe la categoric des R-modules a droite. Si M est 
un R-module a droite, les R-endomorphismes de M sont notes a gauche 
de M de sorte que M est consid& comme le bi-module EndRM IM, . Si 
N est un sous-R-module de M pour tout m E M la notation N : m designe 
l’ideal a droite de R deiini par: N : m = {h E R 1 mh E N}. Le sous-module 
singulier de M (respectivement de torsion de M) est defini par Z,(M) = 
(m E M 1 Ann, m AR} (respectivement par ZT2(M) = {m E M 1 Z,(M) : m AR}). 
Un anneau R tel que Z,(R) = 0 est dit non singulier. 
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Si E(M) designe une enveloppe injective de M, le noyau du foncteur 
Hom,(*, E(M)) est une sous-categoric localisante %TM de Moda (Pour la 
definition voir [3]); la topologie a droite correspondante (c’est-l-dire 
l’ensemble topologisant et idempotent des ideaux a droite I de R tels que 
Hom,(R/I, E(M)) = 0) est notee FM . Cette localisation ainsi definie a 
partir du module M est notee pM et le foncteur localisation de P. Gabriel 
[3] qui lui est associe est design& par L, . Avec cette terminologie, il est 
facile de voir [5] proposition 1 queL,(M) est l’extension rationnelle maximale 
de M (pour la definition voir [l]), et que FR est la topologie a droite des 
ideaux Q droite rationnels de R (pour la definition voir [l]). Dans [6] nous 
avons appele module homogene un module satisfaisant a l’une des proprietes 
Cquivalentes suivantes: 
(i) La co-reflexion de M dans la categoric quotient (pour la definition 
voir [3]) associee a pM est un objet simple; 
(ii) Le module non nul M est extension rationnelle de tous ses sous- 
modules non nuls; 
(iii) Le module M est uniforme et de plus il coincide avec son cceur 
C(M) (pour la definition du cceur d’un module voir [12]); 
(iv) L’anneau des endomorphismes d’une enveloppe quasi-injective 
de M est un corps. 
11 existe de nombreux exemples de tels modules: les modules simples, 
les modules quasisimples de K. Koh [9], les modules K-critiques de A. W. 
Goldie. 
Enfin B(R) d esi g ne l’ensemble des elements reguliers s de R tels que sR 
appartienne a FR ; B(R) est alors une partie multiplicative de R (appliquer 
par exemple la proposition 6 de [5]) q ui a deja &tC consideree par L. Lesieur 
et R. Croisot dans [ll] pour des anneaux de dimension de Goldie finie. 
Un anneau unitaire Q est dit un anneau de fractions si tout Clement 
regulier de Q est inversible dans Q. Un sous-anneau R de Q est un ordre 
a droite dans Q si tout Clement 4 E Q est de la forme 4 = ab-l avec a et 
b E R et avec b regulier dans Q. 
2. ANNEAUX PRIMAIRRS A DROITE 
Dans [4] 0. Goldman dit qu’un module a droite M sur un anneau unitaire 
R quelconque est primaire s’il satisfait aux deux conditions suivantes: 
(Pl) La localisation -E;, est premiere. 
(P2) Pour tout sous-module non nul N de M les deux localisations 
2’ et pN coi’ncident. 
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Lorsque R est commutatif et noetherien, 0. Goldman a dCmontrC dans 
[4] que cette notion redonne la notion classique de module primaire. 
Nous avons annonce sans demonstration la caracterisation (2) de la proposi- 
tion suivante dans une remarque suivant la proposition 8 de [6] et dans [7]. 
PROPOSITION 2.1. Pour tout anneau unitaire R et pour tout R-module 
h droite les prop&t& suivantes sont equivalentes: 
(1) Le module M est un module primaire de 0. Goldman; 
(2) Le module M est extension essentielle d’une somme directe de modules 
homogenes admettant des enveloppes injectives isomorphes; 
(3) L’enveloppe injective E(M) de M est extension essentielle d’une 
somme directe de copies d’un module injectif indecomposable de cceur non nul. 
Demonstration. (1) * (2). Puisque la localisation PM est premiere, il 
existe un module homogene S tel que PM = 2s . Soit N un sous-module 
non nul quelconque de M. 11 vient pN = PM. Le module S n’appartient 
pas a la sous-categoric localisante associee a J?j . 11 en resulte qu’il existe 
f E Hom,(S, E(N)) avec f # 0 (E(N) d’ ‘g esi nant une enveloppe injective 
de N). Necessairement f est injective car pour tout sous-module non nul 
S’ de S il vient Hom,(S/S’, E(N)) = 0. Le module f (S) est done homogene 
et il en resulte que le sous-module non nul .f(S) n N de f (S) est homogene. 
Tout sous-module non nul N de M contient done un module homogene. 
Par suite M est extension essentielle d’une somme directe de modules 
homogenes. D’autre part, tous les sous-modules homogenes de M ont des 
enveloppes injectives isomorphes: en effet si E(N) est une enveloppe injective 
de N sous-module homogene quelconque de M et si E(S) est une enveloppe 
injective de S, il est facile de voir que p&) = p&,,) implique que E(S) 
et E(N) sont isomorphes. 
(2) => (1). Soit M un R-module a droite extension essentielle d’une 
somme directe @iEl Si de modules homogenes Si admettant des enveloppes 
injectives isomorphes. D’aprb [4], Proposition 5.4, il vient FM = FemiElsi = 
niPl ssi = Fs, pour tout i E I. 11 en resulte alors que la localisation PM 
est premiere. D’autre part, si N est un sous-module non nul quelconque 
de M, il existe une somme directe essentielle dans N de sous-modules 
uniformes admettant des enveloppes injectives isomorphes a celles des Si 
d’apres le theoreme 5 de [2]. 11 en resulte 2, = ps. = PM . Le module 
’ M est done un module primaire de 0. Goldman. 
(1) o (3). Cette equivalence resulte de l’tquivalence des conditions (1) 
et (2) et de la caracterisation (iii) d’un module homogene donnee dans la 
section 1. 
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Remarques 2.2. (1) Cette caracterisation dans le cas general des modules 
primaires de 0. Goldman montre que: 
(a) Si R est noetherien a droite, les modules primaires sont tertiaires; 
(b) Si R est commutatif, le module M est primaire si et seulement si 
pour tout sous-module non nul N de M il vient Ass M = Ass N # @. 
(c) Si R est commutatif et semi-artinien, les modules primaires de 
0. Goldman coincident avec les modules primaires classiques. 
(2) Une caracterisation partielle des modules primaires de 0. Goldman 
a CtC don&e dans [14] dans le cas particulier oh R est noetherien a droite 
et oh le module M est de type fini. 
COROLLAIRE 2.3. Si S(M) dhigne pour tout R-module h droite M, la 
somme de ses sous-modules homogdnes, alors pour tout R-module b droite 
primaire M d’extension rationnelle maximale L%? et d’enveloppe injective E(M), 
S(M) est stable par End, M et essentielle dans M et de plus si @&MC est 
une somme directe maximale de sous-modules homogknes de M il vient S(E(M)) = 
S(M) = oipl n/r, ozi mi dksigne l’unique extension rationnelle maximale de 
Mi incluse dans E(M). 
DEFINITION 2.4. L’anneau R est dit primaire a droite si le R-module 
a droite R, satisfait a l’une quelconque des proprietes Cquivalentes de la 
proposition 2.1. 
2.5. Exemples d’anneaux primaires 2 droite. (1) Les anneaux integres 
primaires a droite sont les domaines de Ore a droite. 
(2) Si R est premier, alors R est primaire a droite si et seulement si 
I’une des conditions tquivalentes suivantes est realisee: 
(a) R est non singulier et le treillis des complements est atomique; 
(b) l’extension rationnelle maximale de R est isomorphe a l’anneau 
des endomorphismes d’un espace vectoriel a droite; 
(c) il existe r E R tel que Ann, r soit maximal dans {Ann,. X, 
x E R - (0)) et il existe dans R un complement maximal. 
La condition (c) montre done que les anneaux primaires h droite premiers 
sont ceux qui ont CtC CtudiCs par K. Koh et A. C. Mewborn dans [lo]. 
(3) 11 existe des anneaux primaires a droite et non premiers satisfaisant 
a la condition (b). Ainsi si T,(K) d Csi g ne l’anneau des matrices triangulaires 
inferieures a coefficients dans un corps K alors T,(K) est primaire a droite 
et il est bien connu que T,(K) n’est pas premier. 
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(4) L’anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel a droite de 
dimension quelconque est encore un anneau primaire a droite. 
PROPOSITION 2.6. Si R est un anneau primaire h droite alors soit R est 
non singulier (c’est-a-dire Z,(R) = 0) soit R est de torsion (c’est-a-dire 
2,2(R) = R). 
La demonstration de ce resultat r&&e du lemme suivant: 
LEMMA 2.7. Si M est un module primaire quasi-injectsf et rationnellement 
complet alors pour tout sous-module N # 0 de M stable par End, M et de 
plus rationnellement complet, il vient S(M) C N. 
Demonstration. Puisque N est non nul et rationnellement complet, il 
existe un sous-module homogene et rationnellement complet X de N. 
Tout sous-module S de M homogene et rationnellement complet est 
isomorphe a X car M est primaire. Cet isomorphisme se prolonge en un 
endomorphisme f de M. 11 vient alors S = f(X) C f (N) C N. 11 en resulte 
S(M) C N. 
2.8. Demonstration de la Proposition 2.6. Si Z,(R) est non nul a fortiori 
ZTZ(E(R)) est non nul (E(R) d’ ‘g es1 ne une enveloppe injective de R). Le sous- 
R-module 2,2(E(R)) de E(R) est stable par End,(E(R)) et d’autre part 
Zr2(E(R)) est injectif done rationnellement complet. Le R-module a droite 
E(R) est primaire d’apres la proposition 2.1 et injectif. Le lemme 2.7 montre 
que S(E(R)) est inclus dans ZT2(E(R)). D’autre part, d’apres le corollaire 2.3, 
S(E(R)) est essentiel dans E(R). L’injectivite de Zr2(E(R)) implique alors 
Zv2(E(R)) = E(R) et done R = Zr2(E(R)) n R = Zr2(R). 
La proposition 2.6 montre que les anneaux primaires a droite se repartissent 
en deux classes: la premiere est constituee par ceux qui sont non singuliers, 
c’est-a-dire tels que Z,.(R) = 0 et la deuxieme par ceux qui sont de torsion, 
c’est-a-dire tels que Zr2(R) = R. 11 est facile de voir que ces deux classes 
sont non vides. 
Ici seuls interviennent les anneaux primaires de la premiere classe et ils 
sont caracterises par le resultat suivant: 
PROPOSITION 2.9. Pour que R soit un anneauprimaire h droite non singulier, 
il faut et il sufit que l’anneau maximal des quotients a droite de R soit isomorphe 
h l’anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel a droite SW un corps. 
La demonstration de cette proposition resulte des lemmes 2.10 et 2.11 
suivants dans lesquels la notation (*) designe la propriM suivante pour 
l’anneau R: 
(*) “Tout ideal a droite non nul de R contient un ideal a droite homogene.” 
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LEMME 2.10. Si un anneau regulierR satisfait h la condition (*),‘la topologie 
des ideaux a droite rationnels de R d@nit une bilocalisation (c’estd-dire une 
T.T.F. au sens de Jans [8]) et de plus l’anneau maximal des quotients h droite 
R de R est isomorphe h un produit d’anneaux d’endomorphismes d’espaces 
vectoriels sur des corps. 
Demonstration. Soit I un ideal a droite homogene de R. Pour tout a E I 
avec a # 0, il existe un ideal B droite J tel que R = aR @ J. Puisque aR 
est rationnel dans I, il vient I n J = 0 et par suite I = I n (aR @ J) = aR. 
11 en resulte que tout ideal a droite homogtne est minimal. 11 est alors clair 
que le socle droit Sot, R de R est rationnel dans R car R satisfait a la condi- 
tion (*). Comme Sot, R est inclus dans tout ideal a droite rationnel de R, 
il resulte que Sot, R est le plus petit ideal rationnel de R. D’apres [8] la 
topologie des ideaux a droite rationnels de R definit alors une T.T.F. D’autre 
part, il est facile d’etablir I’isomorphisme R N End,(Soc, R). Le lemme 2.10 
en resulte alors. 
LEMME 2.11. L’anneau R est non singulier et satisfait h la condition (*) 
si et seulement si l’anneau maximal des quotients a droite R de R est isomorphe h 
un produit d’anneaux d’endomorphismes d’espaces vectoriels a droite sur des 
corps. 
Demonstration. Si R satisfait a la condition (*) et est non singulier, 
alors R est rCgulier, auto-injectif a droite et de plus R satisfait a la condition 
(*). D’apres le lemme 2.10 il resulte que R est isomorphe a un produit 
d’anneaux d’endomorphismes d’espaces vectoriels a droite sur des corps. 
Reciproquement, si R est isomorphe a un produit d’anneaux d’endomor- 
phismes d’espaces vectoriels a droite sur des corps, l’anneau R est regulier 
comme produit d’anneaux reguliers et alors R satisfait a la condition 
Z,.(R) = 0. D’autre part le theoreme 1.15 de [l, p. 1 lo] implique que tout 
ideal a droite non nul de R contient un ideal a droite minimal. Soit alors 
I un ideal a droite non nul de R. L’ideal a droite I’ = (x E R 1 I : x E &} 
de i? contient un ideal a droite minimal J’ qui est facteur direct de l’anneau 
regulier R. En tant que R-module a droite J’ est un injectif indecomposable. 
Comme J’ n I est non nul, le R-module a droite J’ n I est uniforme et 
tel que Z,(J’ n I) = 0.11 en resulte que J’ n I est un ideal a droite homogene 
inclus dans I. L’anneau R satisfait done a la condition (*). 
2.12. Demonstration de la Proposition 2.9. Si Rest isomorphe a End, V, 
oh V, est un K-espace vectoriel a droite sur le corps& d’aprb le lemme 2.11, 
l’anneau R est non singulier et satisfait a la condition (*). Soient I et J 
deux ideaux a droite homogenes de R. Puisque Z,.(R) = 0, les deux R- 
modules a droite I’ = {x E R 1 I : x E FX} et J’ = {x E i? ( J : x E FR} sont 
SUR UN PROBLBME DE C. FAITH 371 
les uniques enveloppes injectives de I et de J incluses dans I’injectif i?. 
D’autre part I’ et J’ sont deux ideaux a droite homogenes de I? done minimaux 
d’aprb la demonstration du lemme 2.10. D’apres [I, p. 291, proposition 13, 
l’anneau i? est primitif done premier. 11 en resulte que le socle de i7 est 
isotypique. Par suite I’ et J’ sont isomorphes en tant que R-modules done 
a fortiori en tant que R-modules. La proposition 2.1 montre alors que R 
est primaire A droite. 
Reciproquement, si Z,(R) = 0 et si R est primaire a droite, le lemme 2.10 
montre que le socle de I? est rationnel dans fT. Comme ce socle est alors 
clairement isotypique, l’isomorphisme i? _N EndR(Soc, I?) permet de conclure. 
En tenant compte de la proposition 3.1 precedente, de la proposition 6 
de [5] et du resultat suivant que nous avons donne dans [5]. 
LEMME 2.13. Si les t%nents reguliers de R satisfont a la condition de Ore 
a droite, pour que l’anneau classique des fractions h droite de R cokide avec 
l’anneau maximal R des quotients a droite de R il faut et il su$t que la condition 
suivante soit realiseee: 
(G) Pour tout ideal a droite rationnel I et pour tout f E Horn&, R) il 
existe un c%!ment regulier s de R et 1~ Hom,(I + sR, R) prolongeant f. 
11 resulte la proposition suivante: 
PROPOSITION 2.14. Pour que R admette un anneau classique des fractions 
h droite isomorphe a E’anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel a droite 
sur un corps, il faut et il sujit que les trois conditions suivantes soient realisees: 
(1) R est primaire a droite et non singulier. 
(2) L’ideal a droite engendre’ par tout element regulier de R est essentiel 
dans R. 
(3) Pour tout ideal a droite I essentiel et pour tout f E Horn&, Ii), il 
existe un element regulier s de R et f E Hom,(I + sR, R) prolongeant f. 
Cette proposition peut aussi etre consideree comme une consequence de 
la suivante: 
PROPOSITION 2.15. Pour qu’un anneau R soit isomorphe h un ordre a droite 
dans l’anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel a droite sur un corps 
il faut et il su@t que les deux conditions suivantes soient realisees: 
(1) R est primaire a droite et non singulier. 
(2) Pour tout ideal a droite essentiel I et pour tout homomorphisme 
f E Hom,(I, R) il existe un element s E B(R) et f~ Hom,(I + sR, R) pro- 
longeant f. 
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Dtfmonstration. Soit R un ordre a droite dans Q = End, V, oti V, est 
un K-espace vectoriel a droite. Alors Q est l’extension rationnelle maximale 
de R car Q est autoinjectif a droite et non singulier. 11 resulte alors de la 
proposition 2.9 que la condition (1) est realisee. Soit I un ideal a droite 
essentiel et f E Horn&, R). L’ensemble des couples (J, g) avec 1 ideal 
a droite contenant I et g E Hom,(J, R) prolongeant f, etant ordonne de la 
man&e habituelle est inductif. Soit alors (J, g) un tel couple maximal 
pour cette relation d’ordre. Puisque le R-module a droite Q est injectif, 
il existe 4 E Q tel que pour tout j E J la relation g(j) = qj soit verifiee. Le 
R-homomorphisme a droite defini par Y E R : q F+ qr E R prolonge g. Done 
d’apres la maximalite du couple (J,g) 1 i vient J = R : q. Puisque R est un 
ordre a droite dans Q il existe s regulier dans Q avec s E R et tel que qs E R. 
D’aprb la proposition 6 de [5] il est clair que s E B(R). La restriction J’ de g 
a I + sR prolonge alors f d’oti la condition (2). 
Reciproquement, supposons que les conditions (I) et (2) soient realisees. 
D’aprb la proposition 2.9, l’extension rationnelle maximale Q de R est 
isomorphe a End, VK avec V, K-espace vectoriel a droite. Soit q EQ et 
soit f le R-homomorphisme de I = R : q dans R defini par i E I + qi E R. 
Soit un couple (J, g) avec J ideal a droite de R contenant I et g E Hom,( J, R) 
prolongeant f. Puisque Q est R-injectif a droite il existe p E Q tel queg( j) = pj 
pour tout j E J. 11 en resulte alors (g -f)(l) = 0 = (p - q)I. Puisque I 
est rationnel dans R il en resulte que p = q et par suite q J C R d’oh I = J 
et g = f. D’apres la condition (2), puisque f E Homs(1, R) n’est pas pro- 
longeable strictement, il resulte que 1 contient un Clement s E B(R). 11 
vient done qs = r E R. D’apres la proposition 6 de [5], s est inversible 
dans Q d’oh q = rs-l avec r et s E R, et s regulier dans Q. 11 en resulte que R 
est un ordre a droite dans Q. 
La forme de la condition (2) de la proposition precedente (respectivement 
de la condition G du lemme 2.13) incite a considerer l’ensemble d des 
ideaux a droite I de R tels qu’il existe f E Hom,(l, R) non prolongeable 
strictement. Dans [13], Kanzo Masaike a montre que d est une famille 
d’ideaux a droite essentiels de R, stable par residuation a droite. 11 est 
alors tentant d’appeler les ideaux a droite de 8, les ideaux a droite fortement 
essentiels de R. Si R est un anneau premier de Goldie a droite 8 constitue 
un systeme cofinal pour la topologie a droite des ideaux 2 droite essentiels 
de R, mais si R est un ordre a droite dans l’anneau des endomorphismes 
d’un espace vectoriel a droite de dimension infinie sur un corps cela n’est 
plus vrai. Avec cette terminologie, la condition (2) de la proposition precedente 
Cquivaut a la suivante pour un anneau R non singulier: “Tout ideal a droite 
fortement essentiel de R coupe la partie multiplicative B(R).” 
Cette remarque permet alors de donner aux propositions 2.14 et 2.15 
la forme suivante: 
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TH~OR~ME 2.16. Pour que R admette un anneau classique des fractions 
ii droite isomorphe ci l’anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel 2 droite 
sur un corps il faut et il sufit que les deux conditions suivantes soient rkalisies: 
(1) R est un anneau primaire ci droite non singulier. 
(2) L’ensemble des idiaux & droite de R engendks par les Uments rkguliers 
de R forment un systtme cojinal pour la famille & des idkaux & droite fortement 
essentiels de R. 
THBOR~ME 2.17. Pour que R soit isomorphe b un ordre 2 droite dans 
l’anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel iz droite sur un corps il faut 
et il sufit que les deux conditions suivantes soient rt!alist!es: 
(1) R est primaire & droite et non singulier. 
(2) Tout id&al B droite fortement essentiel coupe la partie multiplicative 
B(R). 
Donnons pour terminer un exemple d’anneau R satisfaisant aux conditions 
de ce thCor&me et qui n’est pas un anneau premier de Goldie A droite. 
EXEMPLE. Soit D un domaine de Ore g droite et K son corps des fractions 
A droite. Soit L un D-module libre a droite de base infinie et soit V le 
K-espace vectoriel & droite V = L gD K alors R = End, L est un ordre 
A droite dans Q = End, V, . Dans R il existe alors des idCaux A droite 
essentiels non fortement essentiels et ne coupant pas la partie multiplicative 
B(R). Si la base de L n’est pas dknombrable il existe dans Q des ordres g droite 
non premiers. 
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